
Κ. Χριστοδουλίδης: Μαθηµατικό Συµπλήρωµα για τα Εισαγωγικά Μαθήµατα Φυσικής 
 

46

 
9.  ∆ιανύσµατα 

 
9.1.  Συµβολισµός 

Ως ανεξάρτητο του συστήµατος συντεταγµένων, ένα διάνυσµα συµβολίζεται στο τυπωµένο 
κείµενο µε έντονο σύµβολο:    Α,  i,  L,  
ή βάζοντας ένα βέλος πάνω από το σύµβολο (έντονο ή µη):     υ

rrr
,, LA ,   υ

rrr
,, LA .    

 Στο χειρόγραφο, τα διανύσµατα ξεχωρίζονται βάζοντας ένα βέλος πάνω από το σύµβολο 
υ
rrr

,, LA ,  ή υπογραµµίζοντάς το   Α,   L,   υ.   

   
 

Στις σηµειώσεις αυτές, συχνά θα συµβολίζουµε ένα διάνυσµα γράφοντας το 
µεν µε έντονο γράµµα, αλλά και βάζοντας ένα βέλος πάνω από το σύµβολο, 

F
r

  
Το τελευταίο δεν είναι απαραίτητο, αλλά γίνεται για να συνηθίσει 
ο σπουδαστής που έρχεται σε επαφή µε διανύσµατα για πρώτη φορά 

να βάζει το βέλος πάνω από το σύµβολο του διανύσµατος στο χειρόγραφο. 
 

 

Τα µοναδιαία διανύσµατα συµβολίζονται µερικές φορές µε ένα «καπέλο»:   .   eix ˆ,ˆ,ˆ
 

 Στο τρισορθογώνιο Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, στο οποίο τα µοναδιαία διανύσµατα 
που είναι παράλληλα στους άξονες x, y, z, 
συµβολίζονται, αντίστοιχα, µε   ή , ένα 
διάνυσµα συµβολίζεται µε έναν από τους 
ακόλουθους τρόπους:   

kji ,, , zyx ˆ,ˆ,ˆ

 

ή       
.ˆˆˆ zyxF

kjiF

zyx

zyx

FFF

FFF

++=

++=
r

r

 
 

(9.1)

 

 

Π.χ., το διάνυσµα θέσης του σηµείου  ( zyx ,, ) είναι: 

ή       
.ˆˆˆ zyxr

kjir
zyx

zyx
++=
++=

r

r

 
 

(9.2)

 

 

Οι και zyx FFF ,,  zyx ,, , είναι οι συνιστώσες των δύο διανυσµάτων, αντίστοιχα. 

Ένας άλλος συµβολισµός είναι:     ),,( zyx=r
r

,   ( )zyx FFF ,,=F
r

. 
 

9.2.  Το µέτρο ενός διανύσµατος 

Το µήκος ή µέτρο ενός διανύσµατος  zyxkjiF ˆˆˆ zyxzyx FFFFFF ++=++=
r

 συµβολίζεται µε  

F
r

 και στο Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων ισούται µε     

 

  222
zyx FFF ++≡F

r
. (9.3) 

 

Το µέτρο ενός διανύσµατος F
r
γράφεται και ως F.  Προφανώς   0≥= FF

r
. 

 

9.3.  Μοναδιαία διανύσµατα 

Το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του F
r

 είναι το    
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222

ˆˆˆˆ
zyx

zyx

FFF

FFF

++

++
==

zyx

F
FF r

r

 .   (9.4) 

 

Προφανώς είναι      1
ˆˆˆˆ
222

=
++

++
=

zyx

zyx

FFF

FFF zyx
F   (9.5) 

 

και  FFFF ˆˆ F==
rr

 .   (9.6) 

 

9.4.  Πρόσθεση διανυσµάτων 

Αν  και  είναι δύο διανύσµατα, το άθροισµά τους 
ορίζεται ως το διάνυσµα:   

zyxA ˆˆˆ zyx AAA ++=
r

zyxB ˆˆˆ zyx BBB ++=
r

 

  zyxBA ˆ)(ˆ)(ˆ)( zzyyxx BABABA +++++≡+
rr

 . (9.7) 

 

Επειδή, εξ ορισµού,  zyxB ˆ)(ˆ)(ˆ)( zyx BBB −+−+−=−
r

,  η διαφορά δύο διανυσµάτων είναι:  

 

  zyxBABA ˆ)(ˆ)(ˆ)()( zzyyxx BABABA −+−+−=−+=−
rrrr

 . (9.8) 
 

 Για την πρόσθεση των διανυσµάτων ισχύουν οι ακόλουθοι κανόνες  (m = βαθµωτό): 
 

  ABBA
rrrr

+=+       CBACBA
rrrrrr

++=++ )()(        BABA
rrrr

mmm +=+ )(  . (9.9) 
 

Γεωµετρικά, η πρόσθεση δύο διανυσµάτων, A
r

 και B
r

, γίνεται σύµφωνα µε τον γνωστό κανόνα 
του παραλληλογράµµου. 
 

9.5.  Γινόµενα διανυσµάτων 

9.5.1.  Εσωτερικό ή βαθµωτό γινόµενο 
 

Αν A
r

 και B
r

 είναι δύο διανύσµατα και θ  η µεταξύ τους γωνία όταν αυτά σχεδιαστούν µε 
κοινή αρχή, το βαθµωτό ή εσωτερικό τους γινόµενο 
συµβολίζεται µε BA

rr
⋅  και ορίζεται ως το βαθµωτό 

µέγεθος   

 

                    θcosAB=⋅BA
rr

 .         (9.10) 

 

Γεωµετρικά, αυτό ισούται µε το γινόµενο του µέτρου 
Α του A

r
 επί το προσεσηµασµένο µήκος θcosB  της 

προβολής του B
r

 στην κατεύθυνση του A
r

. Οµοίως 
µε ανταλλαγή των Α και Β.  
 

Για το εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων ισχύουν οι ακόλουθοι κανόνες  (m = βαθµωτό):      

      ABBA
rrrr

⋅=⋅      CABACBA
rrrrrrr

⋅+⋅=+⋅ )(     )()()( BABABA
rrrrrr

mmm ⋅=⋅=⋅  .  (9.11) 
 

Για κάθε µοναδιαίο διάνυσµα,    1ˆˆ =⋅AA .    (9.12) 
 

Έτσι,   1ˆˆ,1ˆˆ,1ˆˆ =⋅=⋅=⋅ zzyyxx . (9.13) 

 

Επίσης,  0ˆˆˆˆ,0ˆˆˆˆ,0ˆˆˆˆ =⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅ zxxzyzzyxyyx  (9.14) 

 

λόγω καθετότητας.  
 Κάνοντας χρήση αυτών των σχέσεων, βρίσκουµε ότι για τα δύο διανύσµατα 

zyxA ˆˆˆ zyx AAA ++=
r

   και   zyxB ˆˆˆ zyx BBB ++=
r

  είναι:   

 

  zzyyxx BABABA ++=⋅BA
rr

 .  (9.15) 
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Ειδικά, 

  22222 AAAA zyx ==++=⋅ AAA
rrr

 .   (9.16) 

 

 Από τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου, η γωνία θ  µεταξύ δύο διανυσµάτων δίνεται από 
τη σχέση: 

  
AB

BA
rr
⋅

=θcos         ( πθ <≤0 ).   (9.17) 

 

 Αν είναι  , και κανένα από τα 0=⋅BA
rr

A
r

 και B
r

 δεν είναι µηδενικό διάνυσµα, τότε τα δύο 
διανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους.  
 

9.5.2.  Εξωτερικό ή διανυσµατικό γινόµενο 
 

Αν A
r

 και B
r

 είναι δύο διανύσµατα και θ  η µεταξύ τους γωνία, τέτοια ώστε πθ <≤0 , το 
διανυσµατικό ή εξωτερικό τους γινόµενο συµβολίζεται 
ε BA

rr
×  και ορίζεται ως το διανυσµατικό µέγεθος    

 

µ  

                    uBA ˆsinθAB=×
rr

 ,          (9.18) 

 

όπου το µοναδιαίο διάνυσµα  είναι κάθετο στα û A
r

 
και B

r
 και έχει κατεύθυνση αυτήν προς την οποία 

κινείται µια δεξιόστροφη βίδα που περιστρέφεται 
κατά την ίδια φορά που θα πρέπει να περιστραφεί το 
πρώτο διάνυσµα, A

r
, για να συµπέσει µε το δεύτερο, 

B
r

, ακολουθώντας τη µικρότερη γωνία.  
 Η σειρά µε την οποία γράφονται τα διανύσµατα A

r
 και B

r
 είναι εποµένως καθοριστική για 

την κατεύθυνση του διανύσµατος BA
rr

× .  
 Τα διανύσµατα A

r
, B
r

 και  (µε αυτήν τη σειρά) λέγεται ότι αποτελούν ένα δεξιόστροφο 
σύστηµα. Αυτό σηµαίνει ότι το 

û
BA
rr

×  έχει την κατεύθυνση του , το  û uB ˆ×
r

 έχει την 
κατεύθυνση του A

r
 και το  έχει την κατεύθυνση του BAu

r
×ˆ

r
. 

 

 Για το εξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων ισχύουν οι ακόλουθοι κανόνες  (m = βαθµωτό): 
 

 ABBA
rrrr

×−=×      CABACBA
rrrrrrr

×+×=+× )(      )()()( BABABA
rrrrrr

mmm ×=×=×  (9.19) 

 

Γ   

ια κάθε διάνυσµα, .     (9.20) 0ˆˆ =× AA

Έτσι,   0ˆˆ,0ˆˆ,0ˆˆ =×=×=× zzyyxx .  (9.21) 

 

Επίσης,  yzxyxzxyzxzyzxyzyx ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ −=×=×−=×=×−=×=×  .   (9.22) 
 
 

 
 

Μνηµονικός κανόνας:   
Σε ένα εξωτερικό γινόµενο δύο διαφορετικών µοναδιαίων διανυσµάτων, της µορφής  

, το πρόσηµο του αποτελέσµατος είναι θετικό αν η σειρά των διανυσµάτων είναι 
αυτή που εµφανίζεται στη διάταξη  .  ∆ιαφορετικά είναι αρνητικό. 

xzy ˆˆˆ =×
yxzyx ˆˆˆˆˆ →→→→

 
 

 
 Κάνοντας χρήση αυτών των σχέσεων, βρίσκουµε ότι για τα δύο διανύσµατα 

zyxA ˆˆˆ zyx AAA ++=
r

   και     είναι:   zyxB ˆˆˆ zyx BBB ++=
r

 

  zyxBA ˆ)(ˆ)(ˆ)( xyyxzxxzyzzy BABABABABABA −+−+−=×
rr

 .  (9.23) 
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Συνοπτικά,  

zyx

zyx

BBB
AAA
zyx

BA
ˆˆˆ

=×
rr

 . (9.24) 

 
 Η απόλυτη τιµή θsinAB  του εξωτερικού γινοµένου BA

rr
×  είναι ίση µε το εµβαδόν του 

παραλληλογράµµου που σχηµατίζουν τα A
r

 και B
r

. Το µοναδιαίο διάνυσµα  καθορίζει τον 
‘προσανατολισµό’ της επιφάνειας  

û
BAS
rrr

×≡ .   

 Αν είναι  0BA =×
rr

,  και κανένα από τα A
r

 και B
r

 δεν είναι µηδενικό διάνυσµα, τότε τα δύο 
διανύσµατα είναι παράλληλα.  
 

 
 
 Παράδειγµα 1   
 
 

Αν   zyxA ˆ2ˆˆ3 +−=
r

  και  zyxB ˆˆˆ2 −+=
r

, να βρεθεί το BA
rr

× . 
 
 

 
 

  zyxzyx
zyx

BA ˆ5ˆ7ˆ
12
13

ˆ
12

23
ˆ

11
21

ˆ
112

213
ˆˆˆ

++−=
−

+
−

−
−

−
=

−
−=×

rr
. 

 
 
 Παράδειγµα 2  
 
 

Να βρεθεί η ροπή της δύναµης    ως προς το σηµείο  (0, 0, 0),  zyxF ˆˆˆ zyx FFF ++=
r

FrN
rrr

×≡ . 
 
 

 
 

Επειδή  zyxr ˆˆˆ zyx ++=
r

,  είναι   

 

     

( ) ( ) ( ) .ˆˆˆ

ˆˆˆ
ˆˆˆ

zyx

zyx
zyx

FrN

xyzxyz

yxzxzy
zyx

yFxFxFzFzFyF

FF
yx

FF
zx

FF
zy

FFF
zyx

−+−+−=

=+−==×=
rrr

 

 
 
 Παράδειγµα 3  
 
 

Να βρεθεί η µαγνητική δύναµη που ασκείται πάνω σε ένα φορτίο  που κινείται µε ταχύτητα   Q
xv ˆxυ=

r
 µέσα στο µαγνητικό πεδίο zyB ˆˆ zy BB +=

r
. 

 
 

 
 

Η µαγνητική δύναµη (Lorentz) είναι:  
 

( ) .ˆˆ
0

0
ˆ

0
0

ˆ
00

ˆ

0
00
ˆˆˆ

zyzyx

zyx
BvF

yzx
y

x

z

x

zy

zy

x

BBQ
B

Q
B

Q
BB

Q

BB
QQ

+−=+−=

==×=

υ
υυ

υ
rrr

 

 
 

 

9.5.3.  Τριπλά γινόµενα 

Από τα δυνατά τριπλά γινόµενα διανυσµάτων, αυτά που έχουν νόηµα είναι τα εξής:   
 

  CBA
rrr

)( ⋅      )( CBA
rrr

×⋅      )( CBA
rrr

××  .  

 

Το CBA
rrr

)( ⋅  είναι απλώς το γινόµενο του διανύσµατος C
r

 επί το βαθµωτό µέγεθος ( )BA
rr
⋅ . 

 )( CBA
rrr

Το βαθµωτό τριπλό ή βαθµωτό µικτό γινόµενο ×⋅  µπορεί να γραφτεί και χωρίς τις 
παρενθέσεις (αφού το γινόµενο CBA

rrr
×⋅ )(  δεν έχει νόηµα). Αποδεικνύεται ότι είναι   
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zyx

zyx

zyx

BBB
A

=  
CCC

AA
×⋅ CBA
rrr

(9.25) 

έτρο του
 

και το µ , CBA
rrr

×⋅ ,  ισούται µε τον ‘όγκο’ του παρα

µατα

λληλεπιπέδου που σχηµατίζουν τα 

διανύσ  A
r

, B
r

 και C
r

, εκπεφρασµένο στις κατάλληλες µονάδες.   

 

Τέλος,  )()()( BACCABCBA
rrrrrrrrr
⋅−⋅=××   (9.26)

 

 το διανυσµατικό τριπλό ή διανυσµατικό µικτό γινόµενο ν  A

 

 τω
r

, B
r

 και C
r

είναι .  

 
 

 
 Παράδειγµα 4   
 
 

Αν  zyxA ˆ2ˆˆ +−=
r

 ,  zyxB ˆ2ˆˆ3 +−=
r

  και  zyxC ˆˆˆ2 −+=
r

 ,  να βρεθεί το CBA
rrr

×⋅ . 
 
 

 
 

21071
1

)1(2 +−−=
−

−−⋅BA
rr

12
3

2
12

23
11

21
1

112
13

21
=+

−−
−

=
−

−
−

=×C
r

   

 
 
 
 Παράδειγµα 5   
 
 

1

Να βρεθεί ο όγκος  του παραλληλεπιπέδου που καθορίζεται από τα τρία διανύσµατα θέσης 
21, rr
rr

 και 3r
r

 . 
 
 

 
 

Ο όγκος είναι 321 rrr
rrr

×⋅=V , δηλαδή είναι ίσος µε την απόλυτη τιµή του 
 

333

222321 zyx=×⋅ rrr
rrr

 . 
111

zyx

zyx
  

 
 

 
 
 
 Προβλήµατα  
 
 

 F
r

 και F
r

−  1   Να δειχθεί ότι η ροπή δύο ίσων και αντίθετων δυνάµεων που ασκούνται στα 
σηµεία 1r

r
 και 2r

r
 αντίστοιχα (ζεύγος δυνάµεων), είναι ανεξάρτητη του σηµείου ως προς το 

 οποίο υπολογίζεται. (Η ροπή µιας δύναµης ως προς το σηµείο Ο είναι FrN
rrr

× , όπου r≡
r

 είναι 
το διάνυ µα από το Ο στο σηµείο στο οποίο ασκείται η δύναµη). 
 

2   Ποια είναι η συνθήκη για να είναι τα διανύσµατα A

σ  
r

, B
r

 και C
r

 συνε
 

   Χρησιµοποιήστε τις ιδιότητες των οριζουσών για να δείξετε ότ

πίπεδα; 

ι  CBACBA
rrrrrr
⋅×=×⋅3 .    

 

4   Να αποδειχθεί ότι:   )()()( BACCABCBA
rrrrrrrrr
⋅−⋅=××     .
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